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Summary. The decentration of optical surfaces and optical components is one of the key factors affecting the 
image quality of optical systems. The main issue of this article is research of  the possibility of application 
the Nelder-Mead method to determine the position of the energy centers of autocollimation points during 
the inspection of centering errors of optical systems. The main principle of determining the position of the 
energy center of autocollimation points was to find the minimum of a merit function. This function was the 
sum of the squared differences between the irradiation distribution in the tested image and the ideal irradiation 
distribution calculated for each pixel in the image. The coordinates of the minimum of the merit function were 
taken as the desired coordinates. To find these coordinates, the Nelder–Mead method was used. Testing of the 
Nelder–Mead method was carried out in MATLAB on the test image 21×21 pixels in size. The absolute error 
in determining the position of the energy center was 0,03 pixel size.
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При изготовлении и сборке оптических систем неизбежно возникают децентрировки оптических по-
верхностей и компонентов, что приводит к неизбежному снижению их качества, поэтому контроль де-
центрировок — важная часть производственного процесса. Для этой цели, как правило, используются 
цифровые автоколлимационные приборы, точность которых определяется не только параметрами их 
оптических узлов, но и методами цифровой обработки  изображений. Проведена адаптация метода 
Нелдера–Мида для определения координат энергетического центра автоколлимационного изображе-
ния с субпиксельной точностью. 

Для цитирования: Бездидько С.Н., Мишин С.В., Можаров Г.А. Применение метода Нелдера–Мида для определения положения 
энергетического центра изображения автоколлимационной точки // Изв. вузов «Геодезия и аэрофотосъемка». 2019. Т. 63. № 6. С. 
729–734. DOI: 10.30533/0536-101X-2019-63-6-729-734.
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Введение

Децентрировки отдельных оптических по-
верхностей линз и оптических компонентов 
приводят к значительному снижению качества 
оптической системы [1, 2]. Поэтому контроль 
децентрировок — необходима и одна из наи-
более важных технологических операций. В 
современных цифровых автоколлимационных 
приборах, используемых для контроля децен-
трировок, приемниками излучения служат-
многоэлементные матричные фотоприемные 
устройства (МФПУ). Точность контроля децен-
трировок при использовании данных приборов 
зависит от точности определения координат 
энергетического центра автоколлимационного 
изображения в плоскости чувствительных эле-
ментов МФПУ. 

Цель настоящего исследования заключает-
ся в адаптации и оценке эффективности приме-
нения одного из симплексных методов много-
мерной оптимизации, метода Нелдера–Мида, 
для определения с положения энергетических 
центров  автоколлимационных изображений 
при контроле децентрировок оптических си-
стем.

Задачи работы:
1. Сформулировать общий принцип опре-

деления положений энергетических центров 
автоколлимационных изображений.

2. Исследовать возможность применения 
метода Нелдера–Мида для определения поло-
жений энергетических центров автоколлима-
ционных изображений.

3. Оценить точностные возможности мето-
да Нелдера–Мида. 

Методика исследования

Общий принцип определения положе-
ний энергетических центров автоколли-
мационных изображений. В общем случае 
любое автоколлимационное изображение 
можно представить в виде совокупности 
дискретных значений интенсивности I(x;y), 
регистрируемых чувствительными элемен-
тами МФПУ: 

(1;1) ... (1; )
( ; ) ,

( ;1) ... ( ; )

I I n
I x

I M I M n
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где (x;y) — координаты текущего чувствитель-
ного элемента (пикселя) МФПУ; M — число 
пикселей по вертикали; N — число пикселей 
по горизонтали.

Общий принцип поиска энергетического 
центра автоколлимационного изображения за-
ключается в нахождении минимума (миними-
зации) оценочной функции вида:

	 2

1 1
( , ) ( ( ; )) ,
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где δ(x;y)=|I(x;y)–I0(x;y)| — разность между 
распределением интенсивности в анализируе-
мом автоколлимационном изображении I(x;y) 
и идеальным распределением интенсивности 
I0(x;y), вычисляемая для  каждого пиксела ана-
лизируемого изображения, имеющего коорди-
наты (x;y). Координаты минимума оценочной 
функции (1) принимаются за искомые коорди-
наты положения энергетического центра изо-
бражения автоколлимационной точки [3, 4].

При решении задач систем технического 
зрения и оптических измерений, связанных с 
обработкой и анализом цифровых изображе-
ний для приближенного описания идеального 
распределения I0(x;y), в изображении точки 
наиболее часто применяется двумерная функ-
ция Гаусса [5–8]:
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где (x;y) — координаты текущего чувстви-
тельного элемента (пикселя) МФПУ; (х0;y0) — 
координаты положения максимума функции 
Гаусса; σх и σy — параметры распределения, 
определяющие ширину функции Гаусса.

В представленной работе функция Гаусса 
была выражена непосредственно через полу-
ширину своего центрального «максимума»:
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где wх и wy — значения полуширины централь-
ного «максимума».

При использовании в автоколлимацион-
ном приборе в качестве тест-объекта точечной 
диафрагмы, а также исправленных аберраци-
ях регистрирующего объектива изображение 
автоколлимационной точки можно считать 
дифракционным изображением точки, для 
приблизительного описания которого можно 
воспользоваться формулой (2), полагая в ней 
wх= wy= w. Данный параметр определим через 
выражение для диска Эйри:

	 1, 22 ,x yw w w
da

′λ
= = =

f 	 (3)

где λ — длина волны источника излучения в из-
лучающем канале автоколлимационного при-
бора; D — диаметр входного зрачка регистри-
рующего объектива; f′ — фокусное расстояние 
регистрирующего объектива; а — размер пик-
селя МФПУ, используемого для регистрации 
автоколлимационного изображения.

Общий принцип метода Нелдера–Мида. 
Для определения положения энергетического 
центра изображения автоколлимационной точ-
ки путем минимизации оценочной функции, 
определяемой по формуле (1), был адаптиро-
ван метод Нелдера–Мида, известный также 
как метод деформируемого многогранника. 

Основная идея рассматриваемого метода 
состоит в поочередном сравнении значений 
оценочной функции в (n+1) вершинах сим-
плекса и дальнейшем его деформировании в 
направлении точки ее экстремума с помощью 
итерационной процедуры. Плоскость чувстви-
тельных элементов МФПУ — частный случай 
двумерного пространства, в котором симплек-
сом будет — треугольник. Деформирование 
симплекса осуществляется с помощью четы-
рех операций: отражения, растяжения, сжатия 
и редукции (рис. 1).

Процедуру поиска минимума оценочной 

функции двух переменных методом Нелдера–
Мида можно описать следующим образом [9–12].

1. Формирование исходного симплекса — 
треугольника с вершинами V1(x;y1), V2(x2;y2) и 
V3(x3;y3).

2. Вычисление значений оценочной функ-
ции f(V1), f(V2), f(V3).

3. Сортировка точек V1(x;y1), V2(x2;y2) и 
V3(x3;y3) по значениям оценочной функции в 
этих точках.

4. Деформация симплекса в направлении 
точки минимума с помощью одной из опера-
ций: отражения, растяжения, сжатия, редук-
ции.

5. Получение нового симплекса с вершина-
ми V1(x;y1), V2(x2;y2) и V3(x3;y3).

6. Проверка условия окончания алгоритма. 
Окончание алгоритма можно инициировать 
выполнением одного из следующих условий: 
а) достижение заданного числа выполненных 
итераций; б) достижение определенной вели-
чины площади симплекса; в) текущее значение 
оценочной функции достигло необходимой 
точности. Если выполнения одного из данных 
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Рис. 1. Преобразования симплекса в двумерном про-
странстве:
а — отражение; б — растяжение; в — сжатие; г — редукция
Fig. 1. Transformations of a simplex in 2D-space:
а — reflection; б — expansion; в — contraction; г — reduction
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условий не происходит, то начинается новая 
итерация и шаги 2–6 повторяются.

Условия эксперимента 

Адаптация метода Нелдера–Мида прово-
дились в среде MATLAB на примере тестового 
автоколлимационного изображения размером 
21×21 пиксель. Данное изображение пред-
ставляет собой модель автоколлимационной 
точки, определенную с помощью выражения 
для функции рассеяния точки реальной опти-
ческой системы приемного канала цифрового 
автоколлимационного прибора, считая послед-
нюю дифракционно ограниченной [13]:

2
1( , ) (2 ( ) ) .I x J v v=y

Аргумент ν функции Бесселя 1 рода опре-
деляется соотношением:

2 2
0 0

2 2
0 0

2 ( ) ( )

4 ( ) ( )
,

x x
v

na
x x

d

π − + −
= =

λ

π − + −
=

′λ

y y

y y

f
где (х0;y0) — координаты энергетического цен-
тра, которые мы зададим произвольно и кото-
рые нам должен будет найти тестируемый ал-

горитм; (х;y) — координаты текущего пиксела 
изображения; λ — длина волны источника из-
лучения; NA — числовая апертура регистриру-
ющего объектива; D — диаметр входного зрач-
ка регистрирующего объектива; f′ — фокусное 
расстояние регистрирующего объектива;

Подобный подход позволяет задать точные 
координаты энергетического центра анализи-
руемого автоколлимационного изображения 
и, используя их в качестве истинных, сравнить 
с ними результаты работы исследуемого ал-
горитма. В проведенном эксперименте центр 
был помещен в точку с координатами (7,25; 
8,50) (рис. 2).

Общий вид оценочной функции, опреде-
ленной по формуле (1) при заданных анали-
зируемом изображении автоколлимационной 
точки (см. рис. 2) и модели идеального рас-
пределения интенсивности (см. формулы (2) и 
(3)) представлен на рис. 3. Очевидно, что оце-
ночная функция имеет свой минимум в точке, 
являющейся энергетическим центром нашего 
анализируемого изображения — точке с ко-
ординатами (7,25; 8,50) (см. рис. 2). Значение 
минимума оценочной функции в данной точ-
ке составляло 0,8707. В качестве начальных 
вершин симплекса для инициализации опи-
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Рис. 2. Общий вид анализируемого автоколлимационного изображения:
а — трехмерный график; б — снимок в градациях серого
Fig. 2. Tested image:
а — 3D-plot; б — grayscale image
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санного здесь алгоритма были выбраны точки 
V1=(6;  7), V2=(6,5; 7) и V3=(6; 7,5). 

Результаты 

В ходе проведенного моделирования в 
среде MATLAB при истинных координатах 
энергетического центра (7,25; 8,50) и началь-
ной точке (6; 7) метод Нелдера–Мида дал ко-
ординаты (7,2354; 8,5264) за 11 итераций. 
Абсолютная погрешность определения поло-
жения энергетического центра составила 0,03 
размера пиксела. 

Заключение

Применение метода Нелдера–Мида для 
определения положения энергетических цен-
тров автоколлимационных изображений может 
быть успешным. Кроме того, он имеет высо-
кую точность. Перечислим достоинства данно-
го метода.

22201816141210 8 6 4 2Y
Вертикальные пиксели
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0 0 2 4 6 8 10121416182022
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Рис. 3. Оценочная функция:
а — трехмерный график; б — проекция на плоскость XY
Fig. 3. Merit function:
а — 3D-plot; б — XY-plane projection
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 1. Метод Нелдера–Мида не накладывает 
ограничений на гладкость оценочной функции, 
поэтому он легко применим к негладким и за-
шумленным функциям.

2. Сильное уменьшение значения оценоч-
ной функции может быть достигнуто в течение 
первых нескольких итераций.

3. Метод Нелдера–Мида может быть эф-
фективным при низкой скорости вычисления, 
которая может быть обусловлена сложностью 
оценочной функции. Как правило, на каждой 
итерации происходит вычисление значения 
функции не более чем в трех точках.

В то же время данный метод не лишен не-
достатков, среди которых наиболее известны 
следующие: а) метод не имеет сформирован-
ной теории сходимости и может приводить к 
неверному ответу даже в случае гладкой оце-
ночной функции [14]; б) инициализация ме-
тода должна производиться в относительной 
близости от оптимальной точки. 
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