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Введение

Теория вероятностей – это математическая наука, изучающая закономерности случайных событий.
Случайные события – это события (явления), которые могут произойти, а могут и не произойти.

Примеры неслучайных событий: 

· рождение – смерть, 

· прилив – отлив, 
· восход и закат солнца.

Не всегда можно предсказать наблюдаемые явления с помощью точных правил. Часто предположения делаются на основе статистических данных.

Например, нельзя точно предсказать погоду. Можно говорить о прогнозе лишь с некоторой долей уверенности. Занимаясь прогнозированием, человек оперирует событиями, которые могут иметь несколько различных исходов. Эти исходы и связанные с ними события имеют неодинаковые шансы на появление.

[image: image2.wmf][image: image3.wmf][image: image4.wmf]
Количественное описание правдоподобия отдельных исходов и событий основывается на понятии вероятности. Каждому событию, возможному в данном случайном испытании, может быть приписана числовая мера его правдоподобия, называемая его вероятностью. 
Анализом таких событий занимается теория вероятностей.
1. Основные понятия теории вероятностей

Понятие случайного события

[image: image1.wmf]Наблюдение какого-либо явления, происходящего при определенных условиях, в теории вероятностей принято называть испытанием (случайным испытанием).

Результат испытания является событием. Например, выполнение одиннадцатиметрового штрафного удара в футболе есть испытание, а попадание (или непопадание) в ворота – событие.

Все события делятся на элементарные и составные. Элементарные события содержат один исход, составные – несколько возможных исходов.

Говорят, что событие произошло, если свершился один из исходов, входящих в событие. Те исходы, при которых интересующее нас событие наступает, называются благоприятными исходами.

Особо выделяется невозможное событие, не содержащее ни одного исхода, то есть событие, которое никогда не сможет произойти.

Если появление одного из событий исключает появление других событий в этом же испытании, события называются несовместными.

Множество всех допускаемых исходов называется пространством элементарных событий.
Событие, состоящее в реализации какого-либо из всех элементарных событий пространства, – достоверное событие, которое произойдет обязательно, так как в нем содержится любой возможный исход.

События образуют полную группу, если в результате испытания появление хотя бы одного из них является достоверным. Например, при бросании игральной кости событие, состоящее в том, что в результате бросания кости выпадет 1, 2, 3, 4, 5 или 6 очков, является достоверным, а событие, состоящее в том, что в результате выпадет 7 или 8 очков, является невозможным.

Операции над событиями дают возможность описывать новые более сложные события и их структуру. Рассмотрим основные операции над событиями.
Сумма событий
Сумма или объединение событий А и В это событие С, содержащее все исходы, входящие в A и В, и в оба события вместе.

Обозначается как С = А + В или С = A ( В.

Например, объединением события А, состоящего в том, что в результате бросания кости выпадет меньше 4 очков, и события В, состоящего в том, что в результате бросания кости выпадет 3 или 6 очков, будет событие А + В, состоящее в том, что в результате бросания кости выпадет 1, 2, 3 или 6 очков.

Произведение событий

Произведением или пересечением событий А и В называется событие С, состоящее из всех исходов, общих для А и В.

Обозначается как С = АВ или С = A ( В.

Например, пересечением АВ событий А и В из предыдущего примера будет событие, состоящее в том, что в результате бросания кости выпадет 3 очка.

События, которые не могут произойти одновременно, то есть произведение которых равно нулю (АВ = 0), называются несовместными.
Отрицание

Событие ¬А является отрицанием или называется противоположным событию А, если оно содержит все исходы пространства событий, не вошедшие в А. Возвращаясь к рассматриваемому примеру, получим, что отрицание события А состоит в том, что в результате бросания кости выпадет 4, 5 или 6 очков.

Разность

Разностью С = А - В называется событие С, содержащее все исходы А, не входящие в B. В условиях предыдущего примера разностью А - В является событие, состоящее в том, что в результате бросания кости выпадет 1 или 2 очка.

Вероятность события
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Каждому элементарному событию A пространства ставится в соответствие числовая мера его правдоподобия, называемая вероятностью этого события Р(А). Вероятностью события А называется отношение числа благоприятных элементарных исходов к числу всех возможных исключающих друг друга исходов. Здесь A – событие, n – число всех возможных исходов, m – число благоприятных исходов, P(A) – вероятность события А.

События, вероятности которых одинаковы, называются равновероятными. Для равновероятных событий вероятности вычисляются по формуле Р(A) = 1/k, где k – число элементарных событий пространства.

Например, бросание игральной кости приводит к выпадению одной из шести граней. Это шесть элементарных исходов, которые являются равновероятными. Следовательно, вероятность каждого из них равна 1/6.
Свойства вероятности
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Вероятность любого случайного события неотрицательна и не больше 1. Пусть А – случайное событие и m ( n. Следовательно, 0 ( Р(A)( 1 для любого события A.
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Вероятность достоверного события равна единице. Если А – достоверное событие, то m = n

3. Вероятность невозможного события равна нулю. Если А – невозможное событие, то m = 0

4. Вероятностью Р(A + В) составного события А + В называется сумма вероятностей элементарных событий (исходов), составляющих A и В:

P(A+B)=P(A)+P(B)
5. Если события A и В несовместны, то в общем случае:

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)
Пример. Какова вероятность того, что наугад вырванный из календаря листок соответствует 30 числу, если в году 365 дней? 
Решение. Событие А – на листке календаря число 30. Количество всех возможных исходов n = 365. Количество благоприятных исходов m= 11.
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Получаем, что вероятность события А:

Ответ: вероятность того, что вырванный наугад из календаря листок соответствует 30 числу, равна 
P(А) = 0,03.

Условная вероятность

Если на событие А влияет исход некоторого события В (произошло ли событие В и с каким именно исходом, наступает или не наступает определенный исход А), речь идет об условной вероятности А при условии В.

Например, если известны доли учеников школы, знающих французский и немецкий языки, а также доля учеников, знающих оба эти языка. То доля учеников, знающих французский язык среди учеников, знающих немецкий язык, на языке теории вероятностей называется условной вероятностью события «знать французский» при условии события «знать немецкий»

Условной вероятностью события А при условии события В называется отношение вероятностей:
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Из формулы условной вероятности можно вывести вероятность совместного появления двух событий. 
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Если событие В не влияет на исход А, то
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В этом случае события А и В называются независимыми, то есть появление одного из них не изменяет вероятности появления другого. Если независимость событий не следует явно из предметных соображений, то она проверяется по формуле, то есть находят Р(А), Р(В) и их произведение сравнивают с Р(AВ).

Количество информации

Информацию можно считать мерой уменьшения неопределенности знаний. Если некоторое сообщение приводит к уменьшению неопределенности знаний, то говорят, что такое сообщение содержит информацию. Количество информации для событий с различными вероятностями определяется по формуле:
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где I – количество информации,  N – количество возможных событий,  
pi- вероятности отдельных событий.

Если события равновероятны, то количество информации определяется по формуле: I = log2N  или из показательного уравнения: N = 2I. 

Упражнения:
1. Бросают два кубика: красный и синий. Считая все комбинации цифр на красном и синем кубиках равновозможными, определите вероятность того, что цифры на красном и синем кубиках будут одинаковы.
2. Бросают два кубика: красный и синий. Считая все комбинации цифр на красном и синем кубиках равновозможными, определите, какая из сумм будет наиболее вероятной.
3. Бросают два кубика: красный и синий. Считая все комбинации цифр на красном и синем кубиках равновозможными, определите, какая из сумм будет иметь наибольшую вероятность: 3 или 10?
4. Опыт состоит в одновременном бросании четырех кубиков (красного, синего, зеленого, желтого). Найдите вероятность того, что

1) выпадут четыре шестерки;

2) выпадут три шестерки и одна пятерка;

3) выпадут две шестерки и две пятерки;

4) выпадет ровно одна шестерка;

5) выпадут четыре разные цифры;

6) не выпадет ни одной шестерки;

7) выпадет хотя бы одна шестерка.

5. В очередь в случайном порядке становятся четыре человека А, Б, В, Г. Считая все варианты расположения их равновозможными, определите вероятность следующих событий:

1) А будет первым в очереди;

2) Б не будет последним в очереди;

3) А будет стоять раньше Б;

4) А будет стоять рядом с Б (до или после него);

5) А будет стоять раньше Б и раньше В;

6) А будет стоять раньше Б, а В будет стоять раньше Г.

6. Среди учеников школы 15% знают французский язык и 20% знают немецкий язык. Доля учеников, знающих оба эти языка, составляет 5%. Какова доля учеников, знающих французский язык, среди учеников, знающих немецкий язык?
2. Основные понятия комбинаторики

В ряде случаев сравнительно нетрудно подсчитать как общее число элементарных исходов, так и число исходов, благоприятных для данного события.

Однако в большинстве случаев этот подсчет представляет трудность при решении более сложных задач на классическую вероятность.

Чтобы владеть некоторыми стандартными приемами при расчетах по схеме классической вероятности, рассмотрим понятия:

· перестановки,

· размещения,

· сочетания,

Приведем основные правила комбинаторики.

Перестановки

Перестановкой n элементов множества называется их комбинация, отличающаяся порядком расположения.

В комбинаторике принято обозначение: если в множестве имеется n элементов, то Пn — число перестановок элементов этого множества.

Рассмотрим конкретные множества:

n = 0: П0 = 1 - по определению;

n = 1: П1 = 1;

n = 2: есть множество {1,2}, возможны числа 12 и 21, значит, П2 = 2;

n = 3: сколько различных трехзначных чисел можно составить из множества {1, 2, 3}?

Начнем с тех, которые начинаются с 1: 123, 132, затем с 2: 213, 231 и 
с 3: 312 и 321. Всего получается 6 чисел. Это значит, что П3= 6.

Можно предположить, что Пn=n(Пn-1
И это действительно так. Эта формула называется рекуррентной, так как позволяет вычислять значение очередной величины через предыдущее.

Применяя эту формулу для множества n элементов последовательно, начиная с первого, получим:

Пn=n((n-1)((n-2)(…(3(2(1=1(2(3(…(n; 

Пn=n!

Для нахождения числа перестановок в Excel используется специальная функция -ФАКТР.

Упражнения:

1. Сколькими способами можно рассадить за столом 7 человек гостей?

2. Сколько различных восьмизначных чисел можно составить из цифр 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8?

3. Сколько различных комбинаций букв можно составить из всех букв слова «бухгалтер»?

4. Сколько различных слов можно составить из всех букв слова: 
1) «колобок»; 2) «пудель» (если принять, что с «ь» слова не начинаются).

5. Вычислить

	1
	2
	3
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Сочетания

Пример: какие наборы можно составить из различного количества предметов, если всего их 4 — шампанское, печенье, конфеты, апельсины?

Были составлены наборы из 1 предмета, из 2, из 3, из 4, на основе исходных 4 предметов. Иначе можно сказать: были составлены подмножества из 1, 2, 3, 4 предметов, из 4 элементов данного множества. Такие подмножества называются сочетаниями.

	По одному 
предмету
	По два 
предмета
	По три 
предмета
	По четыре
предмета

	Ш
	Ш, А
	Ш, А, П
	Ш, А, П, К

	А
	Ш, К
	Ш, А, К
	

	П
	Ш, П
	П, К, А
	

	К
	К, П
	П, К, Ш
	

	
	К, А
	
	

	
	П, А
	
	

	Всего 4
	Всего 6
	Всего 4
	Всего 1


Сочетаниями называются конечные подмножества, составленные из элементов данного множества. Если в множестве элементов - n, а в подмножестве m, то общее количество всех сочетаний обозначается и читается как число сочетаний из n элементов по m, при этом n >.

Формула для вычисления числа сочетаний:
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Для нахождения числа сочетаний в Excel используется функция — ЧИСЛКОМБ. В функции ЧИСЛКОМБ (число; число_выбранных) должны быть заданы следующие параметры: число -число объектов n; число_выбранных - число объектов в каждой комбинации m.
Упражнения:

6. Сколько различных списков дежурных из 5 человек можно составить в группе из 25 человек?

7. Сколько различных букетов из 9 цветков можно составить из 15 полевых ромашек?

Размещения

Допустим, что есть ткань трех цветов: Красная, Синяя, Белая. Какие сочетания по 2 цвета можно составить? Следующие: 

{К; С}, {С; Б}, {К; Б}.

А сколько различных двухцветных флагов можно составить?

{К; С}, {С; К},{С; Б}, {Б; С},{К; Б} {Б;К}.
Чем отличаются эти подмножества от сочетаний? Тем, что во втором случае важен порядок расположения элементов. Такие подмножества называются размещениями.

Размещениями называются конечные упорядоченные подмножества из элементов данного множества. Общее количество размещений вычисляется по формуле:
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Для нахождения числа размещений в Excel существует специальная функцией ПЕРЕСТ(число; число выбранных), в которой должны быть заданы следующие параметры: число - число объектов n; число выбранных - число объектов в каждой комбинации m.

Упражнения:

8. Сколько можно составить трехзначных чисел из цифр 7, 9, 6, 5, 4? Что здесь нужно считать: перестановки, сочетания или размещения? Почему?

9. Сколько трехзначных чисел, не начинающихся с 0, можно составить из всех цифр?

Основные правила комбинаторики

Правило суммы. Если некоторый выбор А можно осуществить т способами, а выбор В - n способами, то выбрать либо A, либо В можно m +  n способами.

Правило произведения. Если некоторый выбор А можно осуществить m различными способами, а для каждого из этих способов некоторый другой выбор В можно осуществить n способами, то выбор А и В можно осуществить 
m ( n способами..

Оба приведенных выше правила могут быть распространены на произвольное число совместно осуществляемых выборов.

Решая комбинаторную задачу, прежде всего надо ответить на вопрос - с каким из основных понятий в данной ситуации мы имеем дело?

Для этого нужно ответить на два вопроса:

1. Все элементы множества используются или нет? Если используются все элементы, то это перестановка.

2. Важен порядок расположения элементов или нет? Если порядок важен, то это размещение. 

В противном случае - сочетание.

Упражнения:

10. Сколькими способами из 9 человек можно выбрать комиссию из 5 человек?

11. Сколько различных пятибуквенных слов можно составить из букв слова «треугольник»? (Слово может начинаться с любой буквы и представлять собою любую комбинацию букв).

12. В группе из 20 юношей и 10 девушек формируется волейбольная команда. Какова вероятность того, что команда будет состоять из 4 юношей и 
2 девушек?

13. С какой вероятностью можно угадать три номера в тираже спортлото «5 из 36»?

14. Составляется букет из 11 ромашек и 8 васильков. Если в букете 9 цветов, какова вероятность того, что он будет состоять из 5 ромашек и 
4 васильков?

15. Какова вероятность того, что патруль будет состоять из одного офицера и двух солдат, если в подразделении 60 солдат и 5 офицеров?

16. Какова вероятность того, что, составляя слово из букв И, М, А, 3, получится слово «зима»? Из букв А, М, А, М получится «мама»?

17. В меню указано три первых блюда, пять вторых, четыре третьих. Сколько раз личных комплексных обедов можно составить?

18. Из Санкт-Петербурга в Москву можно добираться самолетом, поездом, на автомобиле. Из Москвы во Владивосток можно долететь, доплыть, доехать поездом. Сколькими способами можно добраться из Санкт-Петербурга до Владивостока через Москву?

19. Сколькими способами можно выбрать с полки 3 книги, если их там 10 штук?

20. Сколькими способами можно выбрать для сотрудничества 2 турфирмы, если их 25?

21. Сколько различных маршрутов можно составить для знакомства с городами Париж, Вена, Берлин, Мадрид, Рим?

22. Сколько возможно маршрутов, если клиент пожелал первым посетить Рим?

23. Сколько возможно маршрутов, если путешествие должно завершиться в Париже?

24. Сколько возможно маршрутов, если маршрут должен начаться в Риме, а закончиться в Вене?

25. Вы заключили контракт с турфирмами 9 европейских городов. В маршрут хотите включить 3. Сколько различных маршрутов можно составить? 

3. Случайные величины

Переменная величина, принимающая различные числовые значения, называется случайной величиной. Допустим, что некоторая величина X может принимать значения:
x1, x2,…,xk. Каждый раз, как выполняется некоторое сочетание условий, величина X принимает одно из этих значений. Вероятности для X принять то или иное значение равны p1, p2,…,pk. Очевидно, должно выполняться равенство:
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поскольку x1, x2,…,xk. - полная группа событий.

Если вероятности p1, p2,…,pk известны, то говорят, что распределение случайной величины X известно и случайная величина X задана. 

Случайная величина с дискретным распределением

В практических задачах обычно используются два вида случайных величин - дискретные и непрерывные. 

Случайная величина называется дискретной, если значения, которые она может принять нумеруются. Дискретной случайной величиной называется такая случайная величина, которая может принимать значения, образующие счетные множества. Примером дискретной случайной величины - число лепестков в цветке сирени. 

Законом распределения случайной величины X называется соответствие между значениями случайной величины x1, x2,…,xk и вероятностями их реализации p1, p2,…,pk.

Закон распределения может быть задан в виде таблицы, формулы или графика. 

Интегральной функцией распределения случайной величины X называется функция F(x), равная вероятности P(Х < x), т.е. вероятность того, что случайная величина X примет значение, меньшее x: Очевидно, что
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где суммирование ведется по всем i, для которых xi<x.
Функция F(x) является монотонно возрастающей функцией, так как при возрастании x могут только добавиться положительные члены – вероятности событий. Если а > b, то F(a)≥F(b). При изменении x от -( до +( функция F(x) растет от 0 до +1 и для дискретных случайных величин имеет ступенчатый вид:
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Если возможные значения X ограничены снизу величиной М1, то F(M1)=0. Если возможные значения X ограничены сверху величиной М2, то F(M2 + () =1, где ( ≥0

Если а < b, то на основании теоремы сложения вероятностей справедливо равенство:
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откуда следует:
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Непрерывная случайная величина

Непрерывной называется случайная величина, значения которой непрерывно заполняют какой либо интервал (температура воздуха на улице).

Допустим, что возможными значениями случайной величины X являются любые значения из некоторого промежутка [a, b]. Интегральным законом распределения случайной величины (как и для дискретной случайной величины) является функция, определяющая вероятность принятия случайной величиной значения, меньшего x : 


[image: image15.wmf]).

(

)

(

x

X

P

x

F

<

=


График функции F(x) для непрерывного распределения имеет примерный вид, приведенный на рисунке.
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Непрерывная случайная функция считается заданной, если известна ее функция распределения F(x).

Числовые характеристики распределения вероятностей 

Числовые характеристики распределения вероятностей помогают составить наглядное представление об этом распределении. Наиболее часто употребляемыми характеристиками случайной величины служат моменты и квантили.

Первый момент случайной величины X, называемый также математическим ожиданием, или средним значением обозначается МX.
Математическим ожиданием дискретной случайной величины со значениями x1, x2, ..., имеющими вероятности p1, p2, ..., является
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Основные свойства математического ожидания

Математическое ожидание постоянной равно этой постоянной.

Математическое ожидание суммы случайных величин равно сумме их математических ожиданий:
М(X+Y)=MX+MY
Математическое ожидание произведения случайной величины на константу равно произведению этой константы на математическое ожидание случайной величины: 

MaX=aMX

Кроме математического ожидания случайной величины, которое характеризует центр распределения вероятностей, представляет интерес и разброс случайной величины относительно этого центра.

Для оценки данного разброса используют второй центральный момент случайной величины. Его называют дисперсией и обозначают через DX.

Дисперсией DX случайной величины X называется величина
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Если необходимо, чтобы показатель разброса случайной величины выражался в тех же единицах, что и значение этой случайной величины, то вместо DX используют величину, которая называется средним квадратическим отклонением (стандартным отклонением) случайной величины X.

Свойства дисперсии следующие:

Дисперсия постоянной равна нулю.

Для любой неслучайной постоянной а:
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или
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Кроме первого и второго моментов, при описании случайных величин используются и другие моменты: третий, четвертый и т. д.

Для дискретной случайной величины k-м моментом со значениями 
x1, x2, ..., имеющих вероятности p1, p2, ..., называется величина 
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а k-м центральным моментом 
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Чаще всего из нормированных моментов используются асимметрия и эксцесс - третий и четвертый нормированные центральные моменты. 

Для случайной величины X асимметрия высчитывается по формуле:
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Асимметрия характеризует несимметричность распределения случайной величины, а эксцесс - степень выраженности «хвостов» распределения, т.е. частоту появления удаленных от среднего значений. 

Значения асимметрии и эксцесса используют для проверки гипотезы о том, что данные (выборка) над которыми велось наблюдение, принадлежат заданному семейству распределений, например нормальному. Так, для любого нормального распределения асимметрия = 0, а эксцесс = 3.

Для случайных величин, принимающих вещественные значения, используются характеристики - квантили.

Квантилью xp случайной величины, имеющей функцию распределения F(x), называется решение уравнения F(x) = p, где p - заданная вероятность.

Величина хр называется р-квантилью распределения F(x). Среди квантилей чаще всего используют медиану и квартили распределения.

Медианой называется квантиль со значением p = 0,5. 

Верхняя квартиль - квантиль со значением p = 0,75. Нижняя квартиль -  квантиль со значением р = 0,25.

В статистике используют децили - квантили уровней 0,1; 0,2; ...; 0,9. Значение децилей позволяет представлять поведение графика у = F(x).
В MS Excel для вычисления некоторых числовых характеристик дискретных распределений вероятностей используются специальные функции СРЗНАЧ, ДИСПР, СТАНДОТКЛОНП, КВАРТИЛЬ и ПЕРСЕНТИЛЬ.
СРЗНАЧ - вычисляет математическое ожидание для всей совокупности значений дискретной случайной величины. Например, если ячейки А1:А7 содержат числа 10, 14, 5, 6, 10, 12 и 13, являющиеся дискретным распределением, то математическим ожиданием СРЗНАЧ(А1:А7) =10;
ДИСПР - позволяет оценить дисперсию дискретного распределения. Например, ДИСПР (10;14;5;6;10;12;13) =10;
СТАНДОТКЛОНП - вычисляет стандартное отклонение дискретного распределения. Например, СТАНДОТКЛОНП (10; 14; 5; 6; 10; 12; 13) =3,162278;

КВАРТИЛЬ - определяет квартили распределения.

Функция КВАРТИЛЬ имеет формат: КВАРТИЛЬ(массив; значение). Массив представляет собой интервал ячеек, содержащих все значения дискретной случайной величины, а значение определяет, какая квартиль должна быть найдена (0 - минимальное значение распределения, 1 - нижний квартиль, 2 - медиана, 3 - верхний квартиль, 4 - максимальное значение распределения).

Например, КВАРТИЛЬ({10; 14; 5; 6; 10; 12; 13}; 3) =12,5. Это означает, что четверть всех значений распределения больше чем 12,5.
ПЕРСЕНТИЛЬ позволяет получить р-квантили заданного распределения. Например, если ячейки А1:А7 содержат числа 10, 14, 5, 6, 10, 12 и 13, то квантилью со значением 0,1 является ПЕРСЕНТИЛЬ(A1:A7;0,1) =5,6.

Упражнения:
26. Найти математическое ожидание и стандартное отклонение дискретного распределения 0,2; 0,5; 2; 3; 5,1; 8; 2; 3.

27. Найти 25%-ную квартиль для распределения из упражнения 26.

28. Найти дисперсию для распределения из упражнения 26.

4.
Законы распределения вероятностей
Зная распределения вероятностей случайных величин, можно делать выводы о событиях, в которых участвуют эти величины. Правда, эти выводы будут также носить случайный характер.

Многие из этих распределений лежат в основе целых областей знания - теории массового обслуживания, теории надежности, теории измерений, теории игр и т. п.

Большинство применяемых на практике распределений являются дискретными или непрерывными. 

Среди дискретных распределений наиболее важными являются биномиальное и пуассоновское распределения.

Среди непрерывных - нормальное, показательное и распределения, связанные с нормальным: Стьюдента, хи-квадрат и F-распределение Фишера. 

Биномиальное распределение

Биномиальное распределение - одно из самых распространенных дискретных распределений. Оно возникает в тех случаях, когда ищут, сколько раз происходило некоторое событие в серии из известного числа независимых наблюдений, выполняемых в одинаковых условиях. При этом распределении разброс вариант является следствием влияния ряда независимых и случайно сочетающихся факторов.

Примером дискретной случайной величины, подчиняющейся биномиальному закону распределения, является число появлений события А при выполнении n испытаний. Возможными значениями этой случайной величины m являются 0,1,2,..., п.

Если для каждого отдельного испытания ввести случайную величину x, которая может принимать только два значения: 1 с вероятностью р и 0 с вероятностью q = (1 - р), то соответствующие вероятности появления т успешных случайных величин x вычисляются по формуле:
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Эта формула называется формулой Бернулли, которая определяет распределение случайной величины - числа появлений события А при n испытаниях, называемое биномиальным распределением.

Если число испытаний n велико, а вероятность р реализации события А в одном испытании не близка ни к 0 и ни к 1, то маловероятно, чтобы событие А при n испытаниях случилось очень малое число раз или число раз, близкое к п.

Очевидно, что при т, равном малому числу, вероятность pn(m) растет с увеличением т, а для т, близких к n, она убывает при увеличении т.

Математическое ожидание и дисперсия случайной величины, имеющей биномиальное распределение, равны:
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При большом количестве испытаний биномиальное распределение стремится к нормальному.
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Примером практического использования биномиального распределения является контроль качества партии изделий, когда сплошная проверка качества не возможна (изделие, прошедшее испытание, не подлежит дальнейшему использованию).

Для контроля из партии наудачу выбирают определенное количество образцов изделий (n). Эти образцы проверяют и регистрируют число бракованных изделий (m). Теоретически число бракованных изделий может быть любым, от 0 до n, но вероятности этих чисел различны.

В основе принятия решения лежит сравнение распределения результатов контроля, полученных опытным путем, и теоретического распределения, при котором гарантируется необходимое качество всей партии - низкая вероятность брака P(m ( k), где k - предельное число бракованных изделий.

В Excel для вычисления вероятности отдельного значения биномиального распределения или значения случайной величины по заданной вероятности используются функции БИНОМРАСП и КРИТБИНОМ.

Функция БИНОМРАСП применяется для вычисления вероятности в задачах с фиксированным числом испытаний, когда результатом любого испытания может быть только успех или неудача, испытания независимы, и вероятность успеха постоянна на протяжении всего эксперимента.

Функция КРИТБИНОМ вычисляет наименьшее значение числа успешных исходов случайной величины, для которого интегральное биномиальное распределение больше или равно заданной величине (критерию). Эта функция наиболее часто используется в приложениях, связанных с контролем качества.

Пример 1. Какова вероятность того, что трое из четырех следующих новорожденных будут мальчиками?
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Таким образом, ровно трое мальчиков из четырех новорожденных могут появиться с вероятностью p = 0,25.

Пример 2. Какова вероятность того, что появится не более трех мальчиков из четырех следующих новорожденных?
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Вероятность этого события будет равна p = 0,9375.

Пример 3. Построить диаграмму биномиальной функции плотности вероятности Р(А=m) при n = 10 и p = 0,2.

В ячейку А1 вводим «m»- количества успешных исходов, в ячейку В1 
«p» - вероятность. Заполняем диапазон А2:А12 возможными значениями исходов: 0, 1, 2,…,10.
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Из ячейки В2 копируем функцию БИНОМРАСП в диапазон ВЗ:В12. По полученным данным строим искомую диаграмму биномиальной функции распределения.

[image: image64.wmf]
Пример 4. Для биномиальной функции плотности вероятности из примера 3. найти значение числа m, для которого вероятность интегрального распределения P≥0,3.
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Число успешных событий m = 1. 

Упражнения:
29. При бросании монеты может выпасть орел или решка. Вероятность того, что при очередном бросании выпадет орел, равна 0,5. Найти вероятность того, что орел выпадет в точности 6 раз из 10.

30. Построить диаграмму биномиальной функции плотности вероятности Р(А=т) при n = 10 и р = 0,5.

31. Построить диаграмму биномиальной интегральной функции распределения Р(A(m)при n = 10 и  p = 0,2.

32. При выборочном контроле продукции из партии в 100 изделий выбирается 20 и при обнаружении в этой выборке хотя бы одного дефектного изделия вся партия бракуется. В партии имеется 10 дефектных изделий. Какова вероятность того, что хотя бы одно дефектное изделие попадет в выборку?

33. Найти количество успешных испытаний для критического значения интегральной функции распределения, равного 0,75, если общее количество испытаний равно 6, а вероятность успеха в испытании -0,5.

Нормальный закон распределения

Большинство экспериментальных исследований связаны с измерениями, результаты которых могут принимать любые значения в заданном интервале, и описываются моделью непрерывных случайных величин. Одним из важнейших непрерывных распределений является нормальное, или гауссово распределение.

Нормальное распределение получило широкое распространение для приближенного описания многих случайных явлений, в которых на результат воздействует большое количество независимых случайных факторов. Многие распределения, связанные со случайной выборкой, при увеличении ее объема переходят в нормальные.

Плотность вероятностей нормально распределенной случайной величины задается формулой:
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Здесь а и ( - параметры распределения. Иногда используют краткое обозначение N(a, (2). 

График плотности (нормальная кривая):
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При нормальном распределении крайние значения некоторого признака появляются редко; чем ближе значение признака к математическому ожиданию, тем чаще оно встречается. 

Математическое ожидание и дисперсия случайной величины x, распределенной как N(a, (2), равны:
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Диаграмма нормального распределения симметрична относительно а, то есть равновеликие отклонения от математического ожидания встречаются одинаково часто. При этом в точке а функция f(x) достигает своего максимума, который равен 1/((2((). Параметр а характеризует положение диаграммы функции на числовой оси. При х((( функция f(x) стремится к нулю.

Параметр ( характеризует степень сжатия или растяжения (плотности) диаграммы. Чем больше (, тем «шире» кривая, а ее максимальная высота ниже. 

В область от а - ( до а + (  нормально распределенная случайная величина попадает с вероятностью 0,683. В пределы от -2( до +2( случайная величина попадает с вероятностью 0,955, а в пределы от -З( до +3( - с вероятностью 0,997. Последняя закономерность трактуется как правило трех сигм.

Можно описать целое семейство нормальных кривых, зависящих от двух параметров а и (. Особую роль играет нормальное распределение с параметрами а = 0 и ( = 1, то есть распределение N(0,1), которое называют стандартным или нормированным нормальным распределением. Плотность стандартного нормального распределения вычисляют по формуле:
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В Excel для вычисления значений 
нормального распределения используются функции:

НОРМРАСП - вычисляет значения вероятности нормальной функции распределения для указанного среднего и стандартного отклонения
НОРМСТРАСП - используется для вычисления стандартного нормального интегрального распределения. Это распределение имеет среднее равное нулю и стандартное отклонение равное единице. 

НОРМОБР - вычисляет значения квантилей для указанного среднего и стандартного отклонения

НОРМСТОБР – аналогична функции НОРМОБР 

НОРМАЛИЗАЦИЯ - позволяет по значению х и параметрам распределения найти нормализованное значение, соответствующее заданному х. 

Пример 1. Построить диаграмму нормальной функции плотности вероятности f(x) при М = 24,3 и ( = 1,5. 

1. Вычисляем диапазон М ±3( - от 19,8 до 28,8. 

2. Вводим в ячейки х от 19,8 до 28,8 с шагом 0,5. 
3. Для получения значения вероятности воспользуемся функцией НОРМРАСП (х; среднее; стандартное отклонение; интегральная):
· х - значение, для которого строится распределение;
· среднее - среднее арифметическое распределения;
· стандартное отклонение - стандартное отклонение распределения;
· интегральная - логическое значение, определяющее форму функции. Если интегральная = ИСТИНА, то функция НОРМРАСП возвращает интегральную функцию распределения; если это аргумент = ЛОЖЬ, то вычисляет значение функция плотности распределения.

4. По полученным данным строим искомую диаграмму нормальной функции распределения. 
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Пример 2. Построить диаграмму стандартного нормального интегрального распределения случайной величины в диапазоне от -3 до 3 с шагом 0,5.

Воспользуемся функцией НОРМСТРАСП для вычисления стандартного нормального интегрального распределения. Это распределение имеет среднее равное нулю и стандартное отклонение равное единице. Эта функция может использоваться вместо таблицы для стандартной нормальной кривой.

Функция имеет параметры - НОРМСТРАСП(z), где z - значение случайной величины, для которой строится распределение.
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Пример 3. Найти верхнюю и нижнюю квартили для нормальной функции плотности вероятности f(x) при  М = 24,3 и ( = 1,5. 

Функция НОРМОБР вычисляет значения квантилей для указанного среднего и стандартного отклонения.

Функция имеет параметры:
вероятность - вероятность, соответствующая нормальному распределению;
среднее - среднее арифметическое распределения;
стандартное_отклонение - стандартное отклонение распределения.

НОРМОБР(0,75;24,3;1,5) = 25,31174 – верхняя квартиль
НОРМОБР(0,25;24,3;1,5) = 23,28826 – нижняя квартиль
Упражнения:
34. Найти вероятность того, что появится случайная величина х(42 при нормальном законе распределения вероятностей с М = 40 и ( = 1,5.

35. Построить диаграмму нормальной функции плотности вероятности f(x) при М = 10 и ( = 2.

36. Построить диаграмму интегральной нормальной функции распределения вероятности  f(x) при М = 30 и ( = 3.

37. Найти квантиль для p = 0,908789 и нормального распределения с 
М = 40 и ( = 1,5.

38. Найти нормализованное значение х, если x = 21, М = 20, (  = 1,5.

Другие законы распределения

На практике помимо биномиального и нормального распределений приходится сталкиваться со случайными величинами, распределенными по:

· равномерному закону,

· закону Пуассона,

· закону с показательным распределением,

· законам, связанным с нормальным: Хи-квадрат, Стьюдента и Фишера.

Равномерное распределение

Равномерное распределение вероятностей может быть как дискретным, так и непрерывным.

Дискретное равномерное распределение - такое распределение, для которого вероятность каждого из значений случайной величины одна и та же:
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где N - количество возможных значений случайной величины.

Для непрерывного равномерного распределения плотность вероятности и функция распределения определены формулами:
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-( < a < x < b < (,
Графики обеих функций представлены на рисунке:
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Распределение Пуассона

Это дискретное распределение. Оно проявляется в ситуациях, когда в течение определенного отрезка времени или на определенном пространстве происходит случайное число каких-либо событий.

Случайная величина x, которая принимает только целые неотрицательные значения 0, 1, 2, ..., имеет закон распределения Пуассона с параметром (> 0, если


[image: image43.wmf](

)

l

l

l

-

=

=

e

k

k

х

P

k

!

|


для k = 0, 1, 2, …, где ( = np - интенсивность.

Для этого закона распределения резко выражена асимметрия. Если в биномиальном распределении обозначить вероятность одного события через p, то вероятность другого события q будет равна (1 - р). Распределение этих событий будет тем асимметричней, чем больше различаются p и q. Особенностью этого распределения является то, что дисперсия и среднее арифметическое при таком распределении равны между собой
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В Excel для вычисления значений пуассоновского распределения используется функция ПУАССОН (х; среднее; интегральный). Она позволяет вычислить вероятность заданного числа появлений событий х при заданном значении среднего.

Показательное распределение

Это непрерывное распределение. Обычно используется в задачах массового обслуживания и в задачах, связанных с «временем жизни».

Положительная случайная величина X имеет показательное распределение с параметром ( > 0, если ее плотность задана функцией:
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Математическое ожидание и дисперсия случайной величины X, распределенной по показательному закону с параметром X, равны:
MX=1/(, DX=1/(2.

В Excel для вычисления значений показательного распределения используется функция ЭКСПРАСП(х; (; интегральный). Она позволяет вычислить вероятность заданного значения функции х при заданном значении параметра (. 

Распределение хи-квадрат

Это непрерывное распределение, связанное с нормальным распределением. Если случайные величины x1, x2, …, xn независимы, и каждая из них имеет стандартное нормальное распределение N(0,1), то случайная величина 
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имеет распределение хи-квадрат с n степенями свободы. Математическое ожидание и дисперсия случайной величины равны:
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В Excel для вычисления значений распределения хи-квадрат используются функции:

ХИ2РАСП(х; степени_свободы)
ХИ20БР(вероятность; степени_свободы)

Распределение Стьюдента

Непрерывное распределение, связанное с нормальным. Если случайные величины x1, x2, …, xn - независимы, и каждая из них имеет стандартное нормальное распределение N(0,1), то случайная величина:
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имеет распределение, называемое распределением Стьюдента. Математическое ожидание и дисперсия случайной величины равны:
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В Excel для вычисления значений распределения Стьюдента используются функции:

СТЬЮДРАСП(x;степени свободы;хвосты)

СТЬЮДРАСПОБР(вероятность;степени_свободы), 

которые при заданном числе степеней свободы вычисляют вероятность (по заданному численному значению х, для которого требуется вычислить распределение) и t - значение распределения Стьюдента (по заданной вероятности), соответственно.

F-распределение (Фишера)

Непрерывное распределение, связанное с нормальным. Если случайные величины x1, x2, …, xm и y1, y2, …, yn (n и m - натуральные числа) - независимы, и каждая из них имеет стандартное нормальное распределение N(0,1), то случайная величина Fm,n:
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имеет F-распределение с параметрами m и n, называемыми степенями свободы. 

Математическое ожидание и дисперсия случайной величины Fm,n равны:
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для n > 2,
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для n > 4.
В Excel для вычисления значений F-распределения используются функции FРАСП и FРАСПОБР(х;степени_свободы1;степени_свободы2), которые при заданном числе степеней свободы m и n вычисляют вероятность (по заданному численному значению Fm,n, для которого требуется вычислить распределение) и численное значение Fm,n (по заданной вероятности), соответственно. 

Другие распределения в Excel

Excel позволяет рассчитывать параметры еще нескольких распределений вероятностей: 

· бета-распределение (функции БЕТАРАСП и БЕТАОБР),

· распределение Вейбулла (функция ВЕЙБУЛЛ),
· гамма-распределение (функции ГАММАРАСП и ГАММАОБР),

· гипергеометрическое распределение (функция ГИПЕРГЕОМЕТ),
· распределение Паскаля (функция ОТРБИНОМРАСП)
· логнормальное распределение (функции ЛОГНОРМРАСП и ЛОГНОРМОБР). 

Упражнения:
39. Найти р-квантили для распределения хи-квадрат с 14 степенями свободы для р = 0,95; 0,975; 0,99.

40. Найти значение интегрального экспоненциального распределения с параметрами: случайная величина x =0,2 и математическое ожидание MX =0,1.

41. Найти значение случайной величины F6,4 в F-распределении, появляющееся с вероятностью p = 0,01.

42. Найти вероятность появления случайной величины t = 1,96, распределенной по двустороннему закону Стьюдента с 60 степенями свободы.
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